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INTRODUZIONE ALLA TEORIA DELLA MISURA

-

OBIETTIVO : DARE un metodo PER
" MISURARE

"

-

I SOTTOINSIEMI DI
UN INSIEME X (ES .

X- IR
")

CHE RISPETTI ALCUNE
REGOLE

"
RAGIONEVOLI ?

SI COMPORTI BENE
PER PASSAGGIO AL LIMITE

E PERMETTA UNA TEORIA DELL' INTEGRAZIONE



g- DDDITNITÀ E 0 - SUBISDDITIVITA

X insieme
,

E e ① (X) FAMIGLIA di sottoinsiemi

DI X

f : f. → Lato)

⑨ f È 5- SUBPDDITN A
SE

,
dati Ep , . ..tn , . . .EE

i. c. ! Ei e
E
,
Allora flutti ) e § flei )i

⑤ f È T- ADDITIVA SE
,
DATI EI

,
. -

[
µ , . .

.

E { DISGIUNTI

con UEIEE , suora fluiti) = f. fili )



DEFjf.PL/)-sLo,too)r-suBbddITNb
SI DICE MISURA ESTERNA SU X

DEI : [ e PLX)
si DICE UNA G- ALGEBRA SE

- § E E
- Ace ⇒

DINA c. E

- Milione E ⇒ Vidic.EE?AieE

PIN
,
{ 4h



DEFJEC.PH) T - ALGEBRA ,
m : { → [0,70) T- ADDITIVA

SI DICE MISURA SU X con o-ALGEBRA E

(X
,

E
,
m) È uno spazio di MISURA

PROX: m MISURA ALLORA

-

'

M
'E-SUBDDDITIVA

SU {

- m
monotona ,

cioè Eis Ea ⇒ MIE) .cm/Ez)

( ml = mledtmll.ie) > miei))



DATA ESPN) si DENOTA CON

•A (E) LA PIÙ PICCOLA T- ALGEBRA CHE

CONTIENE E
,

SI DICE ANCHE CHE OA (E)

È LA G-ALGEBRA GENERATA DA E.

ONE) È BEN DEFINITA PERCHÉ

L' INTERSEZIONE di f- ALGEBRE È

una 0 -ALGEBRA ( VERIFICARE ) .



DEF : X sp
.
METRICO ( BASTEREBBE topologico)

-

@(D) È la 6- ALGEBRA GENERATA

DAGLI APERTI DI
X
,

si CHIAMA
G- ALGEBRA DEI BSERELIANI

.

UNA Misura m
,

( X
,

E
,

m) si dice

DI BOREL SE E ? BCX)
.



OSI BCIRY # Pipi)

IBLIR
") le IIRI = c

IPLIR
"

) I = 2
'
> c

ESEMPI DI MISURE-
:

- misura banale ,

E :{ 9
,
X}
,

mh) :O
,
m

=L

- ( = PCX)
,
m (E) = LEI e inulto}

- Sa ,
sec. X
,
Sale) = { ? ?! È , e:O



DEÌ (X,Gm) ,
No

.
E SI DICE di misura NULLA

O TRASCURABILE SE mln) >0
.

DEI:(X
,
Gm) È COMPLETO SE

,
dato NEC di MISURA NULLA

[ N'en ⇒ N'c. E ( E Quindi mln
'

) :O )
.

COME PASSARE DA UNA MISURA ESTERNA A UNA

MISURA E VICEVERSA ( METODO DI CARATHÉOD Ry)

DEF.fm
MISURA ESTERNA,

ÉSX Diciamo CHE

[ È MISURABILE PER m SE

m (D) = ninne) + m( Ds E
' ) fast



TEOREMI DPTA m MISURA ESTERNA

µ = { E misurabili PER m} È UNA G- ALGEBRA

m

E mimma una misura su X
.

INOLTRE ( IM m) È COMPLETO .

m
,

tioREM-CX.fm) spazio DI MISURA

m' (E) = infsmlf) :
F ? E
,

# E } VE

È LA MISURA ESTERNA GENERATA
DA m

E SI HA M¥1 gemmi .



0¥ SE HO µ
,

E
,
m) sp

.
di misura

⇒ (X
,
Mmx , m' fym!È uno sp

.
Di MISURA

COMPLETO CHE ESTENDE
( X
, Gm )

,

CIOÈ

{ c. Mm. E m' lgs m .

✓ si DICE COMPLETAMENTO di m .



MISURA di LEBESGUET.in/-R
"

DEFINIAMO PRIMA LA MISURA ESTERNA DI L .

Rs ÌT fai ,b ;) RETTANGOLO ( chiuso )
i 1

mF = (bi - di ) , m'TP ) . È.im#lR;)
a

p . UR;
con piinpi ; = } SE itj

ja

OGNI APERTO
ASIR

"

si PUÒ SCRIVERE µ QUESTO MIODO



"

"

¥! IÈÈ



DEFINIAMO

m'(E) = inf { nilp ) : Est? > YR ;)

QUESTA
È UNA MISURA ESTERNA E

L' m
#

1µm, SI DICE MISURA di LEBESGUE

IN IR
"

µ ( IR
"

) = Mm, È LA f- ALGEBRA DEGLI INSIEMI

MISURABILI Second
DO LEBESGUE



AEMCIR
") HA APERTO da

MCIR
") ? BCIR

") cioè

£ È UNA MISURA di BOREL

IMIIRYI - 2
'

,
in part . MEIR

? # BCIRY

(n -1) INFATTI CE LO ,1) INSIEME DI CANTOR ⇒

f. (c) = inf { LIP) :P
? C PLURI - intervallo} a. 0

lcl.IR/=c ⇒ d'strette CIRII E INCINTI

POICHÉ £ È completa E PIC) SMLIR)



05-5: si PUÒ MOSTRARE CHE VE .CM/lRn)

] Be BCIR
") te .

EDB HA misura NULLA .

Esempio : J E ¢ MCIR)
,
IN PARTICOLARE [ ¢ BAR)

l'% ⇐ unitari .

~ RELAZIONE di EQUN . Su
IR

xny
a-yeq

ad seta

sia Esco
,
1) te. Entri

:{In} ttxelp

UN TALE INSIEME ESISTE PER L' ASSIOMA DELLA
SCELTA



OSSERVIAMO - f- = ✓ (Etq)go.in ", stia]
- F ? [91)

- (Etqn g) =p
CIOÈ l'UNIONE È DISGIUNTA

=) SE F- FOSSE MISURABILE =)

[ SAREBBE MISURABILE , con 1 IL (F) 43

ma LCF) = ELLE) assurdo
9C nl.IN
-



PROP.se Mis . secondo L
. ⇒

① m (E) = inf { MIA) :D ? E APERTO}

② in (E) = swp { mlk) : Ks
E compatto }

IN PARTICOLARE

E LIMITATO
È MISURABILE

⇒ VE ] K
,
c. Est , con K , CPTEA,

APERTO

t.cm/Ad-mlke)tc .



DIM :

[mle) = inf { mlp ) : D= ! Rj ? E }
IN PARTICOLARE # E ] P

,
con

mlpe) e miE) +§
DEF . Ag = ! Rj , Dove

Ri . È!» ,but ⇒ Ric
. ftp.si.bi.is;)

Dove S È t.cm/Rji)=mlRj) + §;
⇒ ml!) e mlri.d.nl?Ii- § ⇐ mld te



⑦ PRENDIAMO E LIMITATO
,

fissano E > 0

E SCEGLIAMO Ae ? ÈIE APERTO

t.cm/Ae)cmlEiE)tE (possiamo Farlo PER ① ) .
sia K; EIDE = EH

,
SE COMPATTO

⇒ mlke) = MIEI) = MIEI - intende )

= mie) - mld,)tm(DIE)

> mie) - miao) tm
'E) 7 MIE) - E .

SE E È ILLIMITATO CONSIDERO ENBR
,
dove

R , È T.cm/EnBRe)Im(E)
- E

.



Definizione
"
COSTRUTTIVA

"

DELLA MISURA di L
.

① R.tt la " .br/-mlR)=fTlbian )

⑦ p . Rj ,

iii.nè i ⇒ mln
"

mh;)

③ Ha aperto ⇒
MIA) = swp { mlp) : PEA }

K cpt ⇒ mlk) = inf { mlp) :P ? A }

④ m'* (E) = inf { MIA) :D ? E } MISURA ESTERNA di LEB .

( COSTRUITA PRIMA)

m
,
(E) =

sup { mlk) : KE E} MISURA INTERNA di LEEB
.

DEF : Emis . MIE) = m' (E) = MIE)
PROP : LE DUE COSTRUZIONI DANNO LA STESSA MISURA .



05J POTREI DEFINIRE

m; (E) = inf { mln :P ? E }psy%ff.mg#lE)sswpfm(P):PsE}

v. E si Ha
m
,
tm#E) in

#

(E) EMILE)
*

[ È MISURABILE SECONDO JORDAN SE mj* (E)
= m; (E)

IN PARTICOLARE E È LEB . MISURABILE

MA 3 E L' MI5. NON 5 - MIS .

E§ E - Dirlo
,

1) c- IR si Ha m
#
(E) sm.IE) ⇐ m' (E) = 0

MA MI se 1



( RAZIONALI INGRASSATI)
A. = VII. È . Titan) c. IR

4. e

④ < { 4,92 , _ . -9 ; .
- - - }

•

µ
,

APERTO , { <
mln ) E I §. = E

DE denso ,
cioè À⇐ IR

""

A
,
NON È MIS . secondo

JORDAN

make) - mld ,) , mjlaenla.io
)) : b-a vado



05,5: PER COSTRUZIONE LA MISURA di LEBESGUE

È INVARIANTE PER TRASLAZIONI
,
RIFLESSIONI

E ROTAZIONI .

055 : si può MOSTRARE CHE SE µ
È una

- n

MISURA IN IR FINITA SUI COMPATTI

E INVARIANTE PER
TRASLAZIONI

⇒ µ
. c- L

,
celato )


