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INTEGRAZIONE

DE ( Apu) ,
B
,
v) spazi di MISURA

f :X → Y SI DICE MISURABILE

se
f-
'

(B) c- A ti BEB .

Quando
Y.IR/otR--iRuft-oo} ) ,

IR
"

SE NON
SPECIFICATO SI PRENDE

@ = o- ALG . DEI
BORELIAN )

,

QUINDI

f- :X → IR È Mis .
se f-

'

(A) è NIS. HA c. IR Di Borel



05-5: È SUFF . VERIFICARE CHE

f-
'

(A) È nis. VA APERTO

o anche f-
"

( (a, + a )) è mis . ER

Dj: f : IR
"

» IR È MISURABILE SECONDO L .

se f-
'

(D) È E- Mis.tt/tslR APERTO

DEI: f : IR
"

» IR SI DICE Borella
wd SE

f-
'
(A) È di Borel

HA APERTO

IN PART .
f BORE LIANA =) f È L .- MISURABILE



0¥ If his . Non BORE LIANA

N DI MISURA NULLA NON DI BOREL

( NEC , C insieme di CANTOR)

Huh i. {
1 son

o agli

Fly ,
<
N

0¥ If
: IR → IR conto E Es IR NSUR

.
Non BOREL.

i.c. f-
'

(E) non È misura
.



TEO :
(X
,
A)µ ) SPAZIO DI MISURA

,

-

LE FUNZIONI MISURABILI µ = { fa
.

X → IR Mis .}
VERIFICANO LE SEGUE ANTI PROPRIETÀ :

⑨ f. gen ⇒figeMe1feMVdelR@fgeM-sf.geM
,
inoltre § EM SE GIO

0 In.in , fnettvn ⇒

snwpfnetl , innffne M , limnswpfnem , limninffnem
IN PARTICOLARE se finn fin) = fin) tre IR

⇒ fem



Dire ⑤ f. gem ⇒ fi-g.cm
BASTA OSSERVARE CHE tt CEIR

+ g)
"

lista)) = fa : flritgln
) > c) c. A

{ ftgsc} :#Maligno
-91 c. A

@ from
It

se} = {
f-KR) «

0

{ fare} offrire} cio
' A



① fg :(

ftp..gr#.MOg-ofjscf=fgiffeAV-csogeM
① fnemfiiffncd.vn/fnicfeA

ti
°

( innffn) che
c Ifn : fnladec

IL RISULTATO
SI ESTENDE A

f :X » II. Rutto}



INTEGRALE

S :X → [ o
,
to) È SEMPLICE SE

s . %! cita , cielo , to) ,
Aied

, Aintj =D sei

{sdn ÷. IÌÌ Cirilli) e Io, to)

f :X ⇒ [10,1-0] MISURABILE

{fdn :" ÷! fidi
e lo .to ]

S SEMPLICE

oss : f. o evasive ,
cioè µ

(Ifi = ? È µ :O



Dato Est
,

Eet
, S! :*. {f. te t.in :/!

teorema t.ge M
,
f. g :X → lato) ,

④ ¥? = {ft { f Additivitè

① {c.f. c !
te :O

0 E.Ted ,

Enid ⇒ !! = {ftp.t/l!ft !
ADDITIVITÈ RISP .

AL DOMINIO

① fig ⇒ µ E {g monotonia



TEOREMA DI CONVERGENZA MONOTONA

( o di BEPPO LEVI )

fn :X→ Io , to) fnsf», f- snwpfn : La Costa]

⇒ µ . li:{fnssipffn .

Oss : se µ ( { t.tn))
> 0 ⇒ µ sta



Dim : fa
, fnttn ⇒ {f) {fnttn ⇒ {fzsnnpf}

DEVO VEDERE CHE
snnp {fn ? # =

snp fs
se f X

PER QUESTO È SUFF
.

MOSTRARE

[P {fn ? {$ ttsff SEMPLICE

SIA QUINDI S = ci Xp
,
con AIEA DISGIUNTI



PONIAMO A. = X' atti , { A ;D , . - An ) partizione di X

N N

{fi ! !! > ÌÈ !! , Sì :[ cima )
:O i -1

È SUFF . MOSTRARE
CHE

ftp.?nIciplti)tiel1,..N }
PER QUESTO È ANCHE SUFF. MOSTRARE

ftp.ifn?lci-c)yldi)tieI1..n/eteso



Fissiamo i
,
E E OSSERVIAMO CHE

Ai > Un {xebiif.CN ' ci
- E) , Fn :{ siedi :L > ci- E)

snupfnin) = finisca
) > ci - E

tre Ai

xp ! ! } :p !! } ( ti .hn?)=Hi-DpHi)
" di

CONCLUDE LA DIMOSTRAZIONE .



definiamo l' INTEGRALE
PER f :X→ ITT

Osserviamo CHE FEM ⇒

ftp.T.X-slgta/eMsEffItaooffii-oDEFinianof,f=f,f*-{f- e ITT

DIF : DATA
f :X → IR

,

fem
,

f si DICE INTEGRABILE SE {MI > {ftp. < +

E SI HA {f. { ft - { f- e IR .



teoria :
f
, f INTEGRABILI =)

① ftg INTEGRABILE

O cf INTEGRABILE
TICEIR

0 {gf . {ftp.f se A. Beh , DnB =p

IN PARTICOLARE L'INSIEME
L'(1)µ ) :{ f :X→ IR integrabili}

È UNO SPAZIO
VETTORIALE .



Oss : se f. 0 g. o . ,
cioè

µ ( { fio}) > 0,
allora ftp.fsottce/Rfftg-.fgVg× ×

IN PART . Possiamo DEF . UNA RELAZIONE di

EQUIVALENZA su L' (Xp) : f-g ⇒ f-g- 0 g. o .

L'(4) =L
"

È uno sp. VETTORIALE

su cui È BEN definito { : L' (4) → IR



LEMMA ( FATOU)

fio misurabili ⇒ timing {fn 7 flimirffnX

""
"" i. ÷!!!

fini →
o falsi ! lininff -1=1 > o



DI liminffn : sit In dove si ;;fk
fa ? In

ttk ? "
,
%. > 8. Hn

¥ . ! tieni
⇒ ÷? ! > {8 .

PRENDIAMO IL 5¥ E OTTENIAMO

limiti {fn > Ypf , f. § { Inpgi { liminffn
(ONU . MONOTONA



TEOREMA DI CONV . DOMINATA

O DI LEBESGUE

{ :X→ IR MY
. false) → fin) PER quasi ogni

REX

3- YEX
, altri)

:O te
. finis fin ) the Y )

I fg dove g
:X→ lato) È INTEGRABILE

⇒ him {lfifl :O (cioè f. → fini )

IN PARTICOLARE linm {fn = {f .



L' IPOTESI lfnig È NECESSARIA ,
COME MOSTRA L' ESEMPIO DI PRIMA

DI lfiflslf.lt/flf2g!g-Ifn-fl70Applichiamo IL LENNA
di FATOU

{2g :{ liminffg
-

lfn.fi/sliminffYg-lfn.fl=fIg-lnswpfylfn-fl⇒ li:p ! l' 0



⇒ fin { lfifl . 0 .

SI HA ANCHE

o !!- ftp://.int/i!lfiH
⇒ li:[f. = {f .



PROPOSIZIONE
-

Nfl {1ft È una nonna su l' Hp )

( SEGUE subito da lcflntl-lcl.lf.int/e/fHtgiai/elfhltlglml )
proposizione ( l' (1) µ) , Ally )
È uno spazio di BANACH



DI UNA VOLTA VERIFICATO che l' (4)
È uno spazio VETT . NORNATO,

DOBBIAMO VERIFICARE CHE È COMPLETO,

cioè CHE ttffn}
n

succo di CAUCHY IN L
'

J-fc.li t.c.tn → fin L
'

.

HKEIN sia niente. It ! - fjllf ttij ? Ma

sia gia)
= È

,

2
"

lfnjh-fnm.in/ 70 misurabile



g È INTEGRABILE

{g. 18 "
. ! !!

"

l'nifn! :{÷?
"hifnnn"

⇐ È !"
IN PARTICOLARE [XEX gin) et ,

dove tt SI LEGGE
"
PER Quasi OGNI

"



PRESO REX te . giusto si HA

lfniai - fn.in/s {" giusto

lfne!!
-

ftp.nki-lfnini-fni.in/ltisl:KIgmEt-e gia
' :ÈÌ = ÷, gia

'

i.→ si

⇒ false) È una
sua

.
di Cauchy IN IR

⇒ fn.im fini e llfniflli !! gli



CIOÈ fn
,

→ fin L
'

.

MA ALLORA ANCHE { → f IN µ
.

infatti TE In
,
t.c.lt?.-fjllfEVijzn,

ED JK , t.cl/fne-fllfEVlIk ,
IN PART . SCEGLIENDO j > Mq OTTENGO

Hi -file i-fnelltllfne.tl/E2Etizma/ne.n" ) .



RAGIONANDO cane SOPRA E

OSSERVANDO CHE f.→ fin L' ⇒ fn di Cauchy

OTTENIAMO

: fn → fin l
' ⇒

In
"
te . fa!» → fin) ttx

E 5- gel! g > O t.e.lk/fg
Oss : È

"

una SPECIE
"

DI VICEVERSA DEL

TEOREMA di conti . DOMINATA



NON È VERO CHE fn→ fin l' ⇒ fn → fq.si .
EI | ti dato kc.IN E 27in 2kt! 1

DEFINIAMO

i

i:÷:*
fin =/

' raffa
O altrimenti

i leoni
ttf. Il =/ ! - ¥ → 0 ,

cioè f. → O in L
"

° % HO tre 10,1]


