
Esercizi del corso di Analisi 2 (Scheda 6)



Esercizio 1

Per ogni k > 0 sia γk una parametrizzazione (regolare) della circonferenza
di equazione (x − 1)2 + y2 = k2 in R2 (percorsa una sola volta e in senso
antiorario). Data la forma differenziale ω definita da

ω(x, y) =
x− y
x2 + y2

dx+
x+ y

x2 + y2
dy,

si calcoli ∮
γk

ω,

al variare di k ∈ (0,+∞) \ {1}.

Esercizio 2

Sia f : R3 → R la funzione definita da

f(x, y, z) :=
z + y2√

1 + 4(x2 + y2)
,

e sia Σ ⊂ R3 la parte di superficie di equazione z = x2 − y2 che si proietta
ortogonalmente sull’insieme

T := {(x, y, 0) ∈ R3 : x2 + y2 ≥ 1, x2 + 4y2 ≤ 4}.

Calcolare ∫
Σ

fdσ.

Esercizio 3

Siano F : R3 → R3 il campo vettoriale e Σ ⊂ R3 la superficie definiti
rispettivamente da

F (x, y, z) := (xy, xy, z);

Σ := {(x, y, z) ∈ R3 : z = 1− x2 − y2, z ≥ 0}.

Calcolare il flusso di F attraverso Σ, con orientazione indotta dal versore
normale con terza componente non negativa.
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Esercizio 4

Siano F : R3 → R3 il campo vettoriale e φ : T → R3 la funzione definiti
rispettivamente da

F (x, y, z) := (1, 0, 1);

φ(u, v) := (u2,
√

2uv, v2),

dove T := {(u, v) ∈ R2 : 1 < u2 + v2 < 2, u < v}. Calcolare il flusso di
F attraverso la superficie Σ := φ(T ), con orientazione indotta dal versore
normale con terza componente non negativa.

Esercizio 5

Siano F : R3 → R3 il campo vettoriale e Σ ⊂ R3 la superficie definiti
rispettivamente da

F (x, y, z) := (0, ye−x, 0);

Σ := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ y}.

Calcolare il flusso di F attraverso Σ, con orientazione indotta dal versore
normale esterno alla superficie cilindrica.

Esercizio 6

1. Siano D ⊂ R2 un dominio regolare e f, g ∈ C1(D) due campi scalari.
Si dimostrino le identità:∫∫

D

f
∂g

∂x
dxdy =

∫
∂+D

fg dy −
∫∫

D

∂f

∂x
g dxdy;∫∫

D

f
∂g

∂y
dxdy = −

∫
∂+D

fg dx−
∫∫

D

∂f

∂y
g dxdy.

2. Siano n ≥ 2, D ⊂ Rn un aperto limitato tale che ∂D sia una (n − 1)-
superficie regolare, f, g ∈ C1(D) due campi scalari e F ∈ C1(D;Rn)
un campo vettoriale. Fissato i ∈ {1, . . . , n}, si dimostrino le identità:∫

D

f divF dx =

∫
∂D

fF · ne dσ −
∫
D

∇f · F dx;
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∫
D

f
∂g

∂xi
dx =

∫
∂D

fgnie dσ −
∫
D

∂f

∂xi
g dx,

dove ne indica il versore normale a ∂D esterno a D.

Esercizio 7

Sia F : R2 → R2 il campo vettoriale definito da

F (x, y) :=

(
−2x3y,−1

2
x4

)
.

Si calcoli il flusso di F uscente dalla circonferenza con centro in (0, 0) e
raggio uno, sia direttamente sia (se possibile) applicando il Teorema della
divergenza.

Esercizio 8

Siano ω la forma differenziale in R3 definita da

ω(x, y, z) := (y + z)dx+ (z + x)dy + (x− y)dz,

e γ una curva regolare di sostegno {(x, y, z) ∈ R3 : x2 +y2 +z2 = 1, z = y}. Si
calcoli il modulo dell’integrale di ω lungo γ, sia direttamente sia (se possibile)
applicando il Teorema di Stokes.
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